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ABSTRACT 
In this note we give an upper bound for the subdominant eigenvalues of 
nonnegative matrices. 
In der Arbeit [3] haben wir mit Hilfe eines Eigenwertes und eines 
dazugehorigen Eigenvektors die iibrigen Eigenwerte quadratischer Matrizen 
abgeschatzt. In der vorliegenden kleinen Note geben wir fur nichtnegative 
Matrizen eine Abschatzung fur Eigenwerte an, welche allein auf den Koef- 
fizienten der Matrix beruht. Im Falle verallgemeinerter stochastischer 
Matrizen stimmt unsere Abschatzung mit einer Abschatzung von A. Brauer 
[2] uberein. 
Mit N bzw. R bezeichnen wir die Menge der natiirlichen bzw. reellen 
Zahlen. Fti eine n X n-Matrix T= ( tik) mit reellen Koeffizienten sei 
und 
LINEAR ALGEBRA AND ITS APPLICATTONS 19,914 (1978) 
8 ELwvier North-Holland, Inc., 1978 
91 
92 EGON SCHEFFOLD 
Der Vektorraum R” sei mit der Maximumsnorm und der koordinatenwei- 
sen Ordnung versehen. Mit e bezeichnen wir den Vektor, dessen 
Komponenten alfe 1 sind. 
SATZ. Es sei T = ( tik) eine quudratische n X n-Matrix mit nichtnegativen 
Koeffizienten. Femer sei T E R ein Eigenwert von T mit einem strikt positiven 
Eigenvektor u=(ui) (d.h., ui>O fiir l<i<n). Dunn gilt fiir die von r 
verschiedenen Eigenwerte X ~012 T die folgende Absctitzung: 
Beweis. 0.B.d.A. sei ]]u]]=l. Femer sei ~(x):=Z~_r(~k*x~ fiir ahe 
x=(x,JER”. Dann gilt Tx>cp(x)e fiir OGLER”. Dies bedeutet Tx>cp(x)u 
fiir alle x > 0. Es ist also T “cpunterhalb beschr&rkt”. Aufgnmd von [3], Satz 
2.4, gilt nun 
n 
jA( G ‘- x qk”k 
k=l 
fiir alle von r verschiedenen Eigenwerte h von T. 
Sei uiO= 1. Aus Tu = 1u folgt dann r = I?$= Itipk. Hieraus ergibt sich 
r- i: (Pk”k= i: (tiJck_k)uk 
k=l k=l 
G $ (ti&-~k)Gx,,- i: (Pky 
k=l k=l 
womit die angegebene Abschatzung bewiesen ist. 8 
Eine reehe n X n-Matrix T heisst positiv, falls die Koeffizienten der 
Matrix T alle positiv sind. Bekanntlich besitzt eine solche Matrix T einen 
reellen Eigenwert r, dessen Betrag gleich dem Spektrahadius r(T) von T ist. 
Femer existiert ein strikt positiver Eigenvektor u zu diesem Eigenwert r, 
und fiir die von r verschiedenen Eigenwerte X gift ]h( < r(T) (s. Brauer [l]). 
Bezeichnet P die n X n-Matrix, deren Koeffizienten alle 1 sind, und ist 
S = (sik) eine nichtnegative n X n-Matrix (d.h., sik > 0), so ist fiir jedes E > 0 die 
Matrix S + EP eine positive Matrix. Da die Eigenwerte einer quadratischen 
Matrix “stetig” von den Koeffizienten abh%ngen, und die transponierte 
SUBDOMINANTE EIGENWERTE MCHTNEGATIVER MATBIZEN 93 
Matrix dieselben Eigenwerte besitzt, erhalten wir aus dem vorhergehenden 
Satz die folgende Aussage: 
KOROLLAR. Zst T= ( tik) eine nichtnegative n x n-Matrix, so gilt fiir die 
subdominanten Eigenwerte X von T [d.h., fiir Eigenwerte X mit /Xl< r(T)] die 
folgende Absch&ung: 
BEISPIEL. Es sei 
Die Eigenwerte von T sind h, =6 [ = r(T)], X, =4 und A,= - 1. Aus der 
vorhergehenden Abschatzung folgt 
Ih,j<min{6-1,9-1}=5 
fiir i=2,3. 
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